
Linguaggio comune e logica simbolica� 
A lcune osservazioni� 

i. - L'articolo di E. GRASSINI dal titolo «I numeri composti 
n'I, che verificano la congruenza di FERMAT a"'-l-l~O (mod rn) », 

comparso in questo « Periodico» nel Fascicolo 3 di questa annata, 
offre il destro ad alcune con ideraziol1i riguardanti la logica 
simbolica ed il linguaggio comune. 

Abbiamo deciso di scrivere brevemente sull'argomento per­
chè riteniamo di fare cosa utile anche a livello didattico: infatti 
in qualche progetto per il rinnovamento dell'insegnamento della 
matematica nei nuovi Licei compare esplicitamente la logica 
simbolica. 

D'altra parte riteniamo necessario sottolineare l'utilità e 
l'efficacia del btwn uso di que ta di ciplina: infatti vi sono an­
cora molti insegnanti eli matematica, e non pochi matematici, i 
quali conservano la convinzione che basti a tutto il linguaggio 
comune, insieme con il buon senso, considerato come il fonda­
mento di ogni dottrina logica. Si rileva d'altra parte anche Ulla 
certa diffusione di notazioni che vorrebbero essere di logica sim­
bolica, ma che di fatto non sono che abbreviazioni delle espre:;:­
sioni del linguaggio comune, e perta!:tto conservano tutti i difetti 
di questo, insieme con i pericoli di gravi confusioni. 

2. - Nell'articolo citato di E. GRASSINI si trova un paragrafo 
intitolato «Va,de inte1"pretazioni di. un ervunciato poco chiar"o », 
nel quale si leggono le frasi seguenti: 

«Nel 1899, A. KORSlllL'1' comunicò di aver trovato condizioni 
«sufficienti sull'intero m J affinchè (Cb'" - a)/1n sia intero per qua­
«lunque a. Le condizioni sono: 

«l) i fattori primi di m siano tutti semplici (cioè m sia 
«libero da quadrati); 
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«2) m-l sia dirisibile per il m.c.d. (1)1-], p2-1, ... , 
« PII. -1) dove VI, 1h· .,-, PII. sono i fattori primi eli m, ». 

E poco sotto il paragrafo prosegue ('o~ì: 

«)1otiamo che l'enullciato precedente IIOH è C05;Ì inequhoca· 
«bile come potrebbe a prima dsta sembrare. Che significato si 
«dc,-c attribuire alla frase: '(l i,ntero qualunque "? L'interptcta· 
« zione più immediata è ' agili (1, tu,tti gH et, • j inoltre questa stessa 
4. pare la più esatta, in quanto abbiamo già notato che le con· 
e dizioni esposte sono equivalenti a quelle del CARMICHAEL. D'aI­
e: tra parte si potrebbe intendere' 11-1), certo a, comunque scelto, 
«ma determinato '. In questo caso le condizioni 8ono ancora 
sufficienti, ma possono non essere uecessaI'ie pelo particolari 
c valori di a ». 

Siamo ~unque di fronte ad un caso in cui ad un enunciato 
che sembra inequivocabile, espresso in linguaggio comuueJ sono 
-·tate date due interpretazioni, nettamente distinte: e ciò ha por­
tato ad equi\7oci e discussioni molto lunghe, elle non hanno avuto 
a nostro parere apprezzabili risultati, se non quello di l'icono· 
scere la validità di un teorema dato da M. CIPOLLA nel 1904, 
prima che iniziassero le discussioni cui accenn3Vamct 

In purticolare tali equivoci sono stati originati dall'uso 
della parola «qualunque»; uso che sarebbe quindi bene evitare 
il più possibile. 

InvcL'O quando si parla di una proprietà che vale «per un 
elemento qualunque di un insieme g] » s.i vuole dire abitualmente 
che essa vale per oglli elelpento di d cioè cbe deve valere per 
tlltte le eventuaLi possibili scelte di un elemento di il. 

Tuttavia non si può escludere, a rigore, anche una seconda 
interpretazione,. che nell'm-ticolo citato di E. GUAssnH vielle 
definita «più riposta.»: precisamente la interpretazione che 
assegna alla espressione «un elemento qualunque di g, ~ il scuso 
di «UIJ elemento scelto arbitrariamente, ma fissato, di d ». 

E Don si cI·eela. cbe occorra andare tanto lontano per trorare 
esempi di espressioni del linguaggio comune che si prestano ..1 

questi eqnivoci. 
Si pensi per es. alla definizione di limite di una successione 

fan}, cosi come si può leggerla in qualche testo: 

«Si dice cbe il nmnero L è il limite della snccessione (a.l 
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« di numeri, e si scrive 

L=lim a ll 

"-00 

«se, preso UD numero reale qualunque e > 0, esiste un indice v 
« tale che, per qualunque n che sia maggiore di v si abbia 

Ovviamente in questo enunciato il termine « qualunque» vuole 

indicare, ogni volta, t1dti gli elementi degli insiemi che si consi­
del'ano; rispettivamente l insieme dei reali positivi per quanto 
riguarda e, e l'insieme degli interi naturali maggiori di v per 
quanto riguarda n, Tuttavia a rigore non si può e eludere la inter­
pretazione che assegna al termine «qualunque» il significato di 
«un elemento scelto arbitrariamente, ma fissato, preso negli 
insiemi che si considerano », 

ID tal caso, ovviamente, l'enunciato non daI'ebbe la definizione 
abituale di limite di una successione {a,,), 

Ed il fatto che abit'ualmente l'enunciato venga preso in uno 
solo dei sensi possibili non esime evidentemente dall'obbligo di 
esprimersi in modo tale da evitare ogni altra interpretazione; 
abbiamo visto del l'esto che in teoria dei numeri una tale inter­

-pretazione è stata escogitata. 

Nelle pagine che seguono VOl'l'emo dare l'esempio della trat­
tazione delle questioni che sono state ricordate con i simboli 
della logica matematica, per mostrare la utilità di queste nota­
zioni e di queste regole di deduzione ai fini della chiarezza e della 
univocità delle espressioni, 

3. - Consideriamo anzitutto l'esempio tratto dall'articolo citato 
di E. GUASSINI e vediamo se la traduzione con la logica simbolica 
degli enunciati esposti può condurre ad un chiarimento più facile 
di quello che già è stato conseguito con lunghe discussioni. À 

tal fine facciamo le seguenti convenzioni: 

I) Conveniamo di indicare con (~ ed 'm dei numeri interi 
naturali, escluso lo zero; nel seguito ogni volta che si dirà «in-. 
tero» si intenderà dire «intero naturale », 
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II) Indichiamo per brevità con 

m(a, m) 

la frase eguente: 

è intero. 

Più precisamente m(CL, m) è una far'ma P1·opos1.zionale aperta, 

nelle due variabili a ed 1n, suscettibile di acquistare i due yalori 
« vero» oppure «falso» se le variabili libere sono o tituite dal 
simbolo (per es. con le abituali cifre arabe) di qualche intero, 
oppure sono legate da qualche quantificatore. 

In formule, con i iml90li della logica matematica, indicando 
con J l'insieme dei numeri 'naturali, si potrebbe porre per defi· 
nizione: 

(1) 

III) Indichiamo con e(m) la proposizione la quale afferma 
che l'intero m pos iede entrambe le due proprietà 1) e 2) sopra 
e poste, che qui enunciamo un'altra volta per comodità del let­
tore: 

1) m è libero da quadrati; 

2) indicati con PI, pz, ... , Pk i fattori primi di m, l intero 
(m-l) è divisibile per il m.c.d. (PI-l, pz-l, ... , Pk-l). 

Anche in quc to caso e(m) è una forma propo izionale aperta, 
nella variabile 1n, su cettibile di acquistare i valori «vero» o 
« falso» quando la variabile libera 11'/, venga so tituita con il im­
bolo di un intero, oppure legata con un quantificatore. 

Ciò premesso, vediamo di rappresentare simbolicamente le 
due interpretazioni <lella frase di KOR JJlLT richiamata all'inizio 
del paragrafo 2, frase che suona nel modo seguente: 

«(cL"'-a)jm è intero pe1' a qualunque ». 

La prima interpretazione è «per ogni CI, 1)e1' tutti gli (I.» e 
i traduce simbolicamente legando la variabile libera CL della forma 

proposizionale m(a, rn) con il quantificatore universale; si ottiene 
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quindi 

(2) 

È questa una fo-.na proposizionale nella quale la sola varia· 
bile libera è ora nt; secondo questa inter"pretaz,ione il teorema di 
KORSELT afferma che ~("') implica la forma (2) e quindi il teo­
r"ema di hORsEL'r può essere tradotto in simboli dalla formula 

(3) 

ed il suo iU\'CI'SO dalla formula 

(3') ìTm,[Vu~(u, III) --> ~(",)], 

,1, - Consideriamo ora l'altra interpretazione della frase del 
KonsELT, iuterprehlzione che porta a dare alla frase stessa il senso 
elle le derh-a se la espressione «1)0," a qualunque» viene intesa 
come «1)cr 'ltlI certu a, comunque scelto) ma, f;ssa10 ». 

La traduzione in simboli di questa seconda interpretazione 
si ottiene chiaramente legando la ,-ariabile libera a nella forma 
proposizionale (l) con un quantificatore esistenziale, ottenendo 
cosi dalla (2) la forma 

(4) 

nella quale l'unic:l variabile libera è ancora m, 

È del tutto. ovvio che è vera la proposizione 

(5) 

pertauto è chiaro che dalla (3) e dalla (5) si trae la validità della 

(6) 

in altre parole le condizioni enunciate dall(oRsELT come 8ltlficienti 
per il suo teorema sono sempre ,""alide tanto quando la sua frase 
viene presa nel prjmo senso che quando viene presa nel secondo 
senso. 

Ma è pure ovdo che dalla validità della (5) uon segue la ,ali­
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dità della 

(7) 

Quindi, per quanto attiene all'inveri'\o del teorema di ICOR­
smLT} può avvenire che sia vera la (3') e non sia vera la 

(S) Vrn[:H:a.ffi,(a} m) ~ CS(m)]. 

In altre parole può avvenire che l'iuverso del teorema di 
ICORSEVJ: sia vero soltanto quando la frase di ICORSELT sia presa 
nel primo senso. Infatti i controesempi ricordati nell'articolo di 
E. GRASSI TI mostrano che è vera la negazione della (8); per for­
mulare tale negazione, osserviamo che la (8) può essere scritta 
nella forma equivaleute 

(S') 

e la negazione della (8') è 

(9) :H:m[ -,( ---, :H:a.ffi,(a) m) V CS(rn)}]. 

Di qui, applicando le leggi di Dm MORGL\N (Z) e la legge della 
doppia negazione e) si giunge ad esprimere la negazione della (8) 
nella forma 

(10) :H:m{:H:a,.ffi,(a} m) 1\ ---, CS(m)}. 

Questa è appunto la Pl'oposizione della quale viene constatata 
la verità, con gli esempi dati da OHAPRON: (t=2, m=645 oppure 
a=2, m=10932

• 

(l) Si ricordi che, quali che siano le propOSlzlOni a () b, l" implica­
zione a - b è equivalente alla alternativa ---, a V b. 

(2) Ricordiamo che vengono chiamate «Leggi di DE MOllGAN» quelle 
che affermano la equi valenza dene negazioni ---, (a Ab) e ---, (a Vb) 

rispettivamente alle ---, a V ---, b ed ' ---, a/l. ---, b quali che siano le propo­
sizioni a e b. 

(3) Secondo qu'esta legge, la doppia negazione ---, ( ---, a) eli una pro­
posizione qualunque a risulta equivalente alla propo izioue a. 
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5. - Per concludere, riportiamo a titolo di esercizio una pos­
sibile traduzione simbolica della frase che dà la definizione del 
limite di una successione {all }, secondo la interpretazione delle 
espressioni del linguaggio comune elle, come abbiamo detto, è 
quella abituale ma non è l'unica pos ibile. 

Intendendo di indicare con € un elemento del campo reale 
e con v ed n degli elementi dell'insieme dei numeri naturali, tale 
traduzione potrebbe essere la seguente: 

[lim a" = L] = derVE[(S > O)-[[y! Vn[(n > y)-(Ian - LI < E)])]. 
n-a:: 

Appare facile controllare di qUI, 111 base alla esistenza dei 
quantificatori che compaiono nel secondo membro della f9rmula 
di. definizione, che questa è inequivocabile. 

È quindi Evidente la opportunità di rendere il simbolismo 
della logica familiare ai matematici, perchè tale formalismo, 
come abbiamo detto, risulta essere di estrema utilità, ed anzi spesso 
si dimostra uno strumento quasi indi pensabile per evitare equi­
voci e confusioni. 

C. F. MANARA 


